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7.5   多元函数微分学的几何应用

7.5.1  空间曲线的切线与法平面

7.5.2  曲面的切平面与法线

0 0 0 ( )x x y y z z
l m n
− − −

= =直线方程： 点向式

Ax By Cz D+ + =平面方程： 点法式

复习：《线性代数与空间解析几何》
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7.5   多元函数微分学的几何应用

7.5.1  空间曲线的切线与法平面

设空间曲线的方程
( )
( ) (1)
( )

x t
y t
z t

ϕ
ψ
ω

=
 =
 =

o

z

yx

(1)式中的三个函数均可导.

M•

.
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0

000

ttt
zzyyxxM

∆
∆∆∆

+=

+++′

对应于

;),,,( 0000 ttzyxM =对应于设
• M ′

1       空间曲线由参数方程给出时
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割线趋近于极限位置

——切线

z
zz
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yy

x
xx

∆∆∆
000 −
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=
−

上式分母同除以 ,t∆ o

z

yx
M•

• M ′

割线 的方程为MM ′

,000
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zz
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xx

∆
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∆
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−
=
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,0, 时即当 →→′ tMM ∆

曲线在M处的切线方程
0 0 0

0 0 0

.
( ) ( ) ( )

x x y y z z
t t tϕ ψ ω

− − −
= =

′ ′ ′

0 0 0

0 0 0

( , , )
( , , )

M x x y y z z
M x y z

′ + ∆ + ∆ + ∆
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切向量：切线的方向向量称为曲线的切向量.  

法平面：过M点且与切线垂直的平面.

0 00 0 00( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 0)x x yt tyt z zϕ ψ ω′ ′+ −′− − + =

{ }0 0 0( ), ( ), ( )t t tT ϕ ψ ω′= ′ ′


( )
( )
( )

x t
y t
z t

ϕ
ψ
ω

=
 =
 =

0 0 0

0 0 0

.
( ) ( ) ( )

x x y y z z
t t tϕ ψ ω

− − −
= =

′ ′ ′

0 0 0 0( , , )t t M x y z= 时, 处的切线方程：

注 上式中的分母不能全为零，如其中某一个分
母为零，则相应的分子也为零.
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解 ,2,1,0,0 ==== zyxt当

,cos tex t=′ ,sincos2 tty −=′ ,3 3tez =′

⇒ ,1)0( =′x ,2)0( =′y ,3)0( =′z

切线方程 ,
3

2
2

1
1

0 −
=

−
=

− zyx

法平面方程 ,0)2(3)1(2 =−+−+ zyx
.0832 =−++ zyx即

0
.

t =在 处的切线

和法平面方程

0

3

cos
:      2sin co

1

1 s

t u

t

x e udu

y t t
z e

 =Γ  = +


= +

∫
求曲线例
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1.  空间曲线方程为
( )

,
( )

y x
z x

ϕ
ψ
=

 =
,),,( 000 处在 zyxM

法平面方程为

切线方程为

特殊地：

( )
( )

x x
y x
z x

ϕ
ψ

=
 =
 =

0 0

0 0 0

1 ( (
,

) )
x x y y z

x
z

xϕ ψ′ ′
− − −

= =

0 00 0 0( ) ( ) (1 ( ) )( ) 0.x x y y zx zxϕ ψ⋅ − + − + − =′ ′

{ }0 01, ( ), ( )T x xϕ ψ′ ′=


切向量为：
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.0
),(
),(

0

0
≠=

∂
∂

Mzy

zy
M GG

FF
zy
GF

点M0(x0，y0，z0)是Γ 上一点，又设F，G对各

变量有连续偏导数，且





=
=

)1(     
0),,(
0),,(

:
zyxG
zyxF

Γ

2 当曲线 由交面式方程给出时

由本章第四节所讲隐函数存在定理3知，在M0
的某邻域确定了一组连续可导的函数

)(),( xzxy ψϕ ==
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



=
=

)1(     
0),,(
0),,(

:
zyxG
zyxF

Γ

2 当曲线 由交面式方程给出时

( )
( )

x x
y x
z x

ϕ
ψ

=
⇒ =
 =

(1) 式两端对x求导数解出 ,dy
dx

思路：

法平面方程为
0 0

0 0 0

1 ( (
,

) )
x x y y z

x
z

xϕ ψ′ ′
− − −

= =

0 00 0 0( ) ( ) (1 ( ) )( ) 0.x x y y zx zxϕ ψ⋅ − + − + − =′ ′

{ }0 01, ( ), ( )T x xϕ ψ′ ′=


切向量为：

切线方程为

点 M0 (x0，y0，z0) 是 Γ 上一点

0

0
=

= ( )
x x

dz x
dx

ψ ′
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例 2  求曲线 6222 =++ zyx ， 0=++ zyx 在

点 )1,2,1( − 处的切线及法平面方程. 
解  将所给方程的两边对x求导并移项，得 










−=+

−=+

1
dx
dz

dx
dy

x
dx
dzz

dx
dyy

⇒
,

zy
xz

dx
dy

−
−

=

,
zy
yx

dx
dz

−
−

=

},1,0,1{ −=T


,0
)1,2,1(

=
−dx

dy
,1

)1,2,1(

−=
−dx

dz


例2  求曲线
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},1,0,1{ −=T


所求切线方程为 ,
1
1

0
2

1
1

−
−

=
+

=
− zyx

法平面方程为 ,0)1()2(0)1( =−−+⋅+− zyx

0=−⇒ zx

例 2  求曲线 6222 =++ zyx ， 0=++ zyx 在

点 )1,2,1( − 处的切线及法平面方程. 

1 ( 1)
2 0

x z
y

− = − −
 + =

即两平面的交线：


例2  求曲线
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1   设曲面方程为 0),,( =zyxF

0 0 0{ ( ), ( ), ( )}T t t tϕ ψ ω′ ′ ′=

曲线在M处的切向量

在曲面上任取一条通
过点M的曲线

( )
: ( ) ,

( )

x t
y t
z t

ϕ
ψ
ω

=
Γ =
 =

n T


M

下证： 曲面∑上过点M且具有切线的任何曲线，
它们在点M处的切线都位于同一平面上.

7.5.2  曲面的切平面与法线
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由于Γ 位于∑上，所以 0)](),(),([ ≡tttF ωψϕ

即有 0
0

=





 ++⋅

= tt
zyx dt

dzF
dt
dyF

dt
dxF

方程两端对t求导，有 0)](),(),([
0
== tttttF

dt
d ωψϕ

令

0 0 0{ ( ), ( ), ( )}T t t tϕ ψ ω′ ′ ′=


曲线在M处的切向量

0 0 00 0 0( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 0)x y zF M F M Ft tMtϕ ψ ω′+′+ =′

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z=


n T⇔ ⊥
 

n ⊥


由曲 每一条线的任意性， 曲线的切线

0n T =⋅
 
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曲面∑上过点M且具有切线的任何曲线，它们在
点M处的切线都位于同一平面上，此平面称为曲
面在 M处的切平面

切平面方程为

1   设曲面方程为 0),,( =zyxF

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z=


,Tn


⊥

0 0 0 0 0 0

0 0

0

00

0( , , ) ( ,( ) ( )

( ) 0

, )

( , , )
x y

z

x x yF x y z F x y z

F x y z

y

z z

− + −

+ − =
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过点M，且垂直于切平面的直线称为曲面∑在M
处的法线

称为曲面∑在点M处的一个法向量

)},,(),,,(),,,({ 000000000 zyxFzyxFzyxFn zyx=


1   设曲面方程为 0),,( =zyxF

 法线方程为

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z=


n法线与 平行

0

0 0

0

0

0

( ) ( ) ( )x y z

x x y y z z
F M F M F M

− − −
= =

n 为法线的方向向量
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法向量

1   设曲面方程为 0),,( =zyxF

 法线方程为

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z=


0

0 0

0

0

0

( ) ( ) ( )x y z

x x y y z z
F M F M F M

− − −
= =

切平面方程为

0 0 0 0 0 0

0 0

0

00

0( , , ) ( ,( ) ( )

( ) 0

, )

( , , )
x y

z

x x yF x y z F x y z

F x y z

y

z z

− + −

+ − =

求曲面的切平面与法线
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曲面方程 0),,( =zyxF

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z±=


比较：平面上的曲线方程

0 0( , )x y在点 处的法向量：

0 0( , )x y在点 处切线的斜率：

0 0 0( , , , )x y z在点 处的法向量：

0

0 0

0 0

( , )
( , )

x

x x y

F x ydy
dx F x y=

= −

0 0

0 0

( , )
( , )

y

x

F x y
F x y

法线斜率： 0 0

0 0

( , )
{1, }

( , )
y

x

F x y
F x y

±法向量为

0 0 0 0{ ( , ), ( , )}x yF x y F x y±即：

( , ) 0F x y =
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2    空间曲面方程形为 ),( yxfz =

曲面在M处的切平面方程为

曲面在M处的法线方程为

,),(),,( zyxfzyxF −=令

0
}1,,{ Myx ff −=n法向量

0
}1,,{ Myx ff −−=n

0 0

0 0

0

0 0( , ) ( , ) 1
.

x yf x y f
x x y y z z

x y
− −

=
−

−
=

0 0 0 00 0 0( ) ( ) (( , ) ( , )) ( 1) 0x yf x y f x yx x y y z z− + − + ⋅ − =−

( , , ) ( , ),F x y z z f x y= −或
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))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx −+−=−

切平面
上点的
竖坐标
的增量

的全微分在点函数 ),(),( 00 yxyxfz =

曲面在M处的切平面方程为

3   全微分的几何意义 

),( yxfz = 在 ),( 00 yx 的全微分，表示

曲面 ),( yxfz = 在点 ),,( 000 zyx 处的

切平面上的点的竖坐标的增量. 


3   全微分的几何意义
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4 曲面法向量的方向角、方向余弦

,
1

cos
22
yx

y

ff

f

++

−
=β

,
1

1cos
22
yx ff ++

=γ

空间曲面方程 ),( yxfz =

0
{ , ,1}x y Mf f= − −

r
n

( , , ) ( , )F x y z z f x y= −令

cos 0, zγ γ> 法向量与 轴正半轴的夹角 为锐角

0

2 2

{ , ,1}

1
x y

x y

f f

f f

− −
=

+ +


n

2 2
cos ,

1
x

x y

f
f f

α
−

=
+ +

方向余弦

α β γ方向角 ， ，

0
{ , ,1}x y Mf f= − −


法向量 的方向是向上的n

0
{ , , 1}x y Mf f= −


的方向是向下的n



思考1、如方程为F(x，y，z)=0时，如何求方向余弦？

2、如方程为x=g(y,z)时,或y=h(z,x)时如何求法向量

的方向余弦？

如何判别方向余弦朝上、下？朝前、后？朝左、右？

0
{ , , }x y z MF F F=


法向量：n 0,zF >若 法向量朝上，反之朝下

0,xF >若 法向量朝前，反之朝后

0,yF >若 法向量朝右，反之朝左

0
( , ) {1, , }y z Mx g y z g g= = ± − −


曲面方程： ，法向量：n

正号表示朝前，负号表示朝后

0
( , ) { ,1, }x z My h x z h h= = ± − −


曲面方程： ，法向量：n

正号表示朝右，负号表示朝左
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例 3  求曲面 32 =+− xyez z 在点 )0,2,1( 处的

切平面及法线方程. 

解 ,32),,( −+−= xyezzyxF z

,42
)0,2,1()0,2,1(
==′ yFx ,22

)0,2,1()0,2,1(
==′ xFy

,01
)0,2,1()0,2,1(
=−=′ z

z eF

令

切平面方程

法线方程

,0)0(0)2(2)1(4 =−⋅+−+− zyx

,042 =−+⇒ yx

.
0

0
1

2
2

1 −
=

−
=

− zyx


例3  求曲面

[image: image1.wmf]3


2


=


+


-


xy


e


z


z


在点

[image: image2.wmf])


0


,


2


,


1


(


处的切平面及法线方程.

_1007281250.unknown



_995613658.unknown





22

例 4 求 曲 面 2132 222 =++ zyx 平 行 于 平 面

064 =++ zyx 的各切平面方程. 
解 设(x0 ,y0 z0 )为曲面上的切点,

依题意，切平面方程平行于已知平面，得

,
6

6
4

4
1

2 000 zyx
== .2 000 zyx ==⇒

因为(x0 ,y0 z0 ) 是曲面上的切点

,10 ±=∴ x

所求切点为 ),2,2,1( ),2,2,1( −−−

0 0 0{2 ,4 ,6 }x y z=


法向量n

2 2 2
0 0 02 3 21x y z+ + =


例4求曲面
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例 4 求 曲 面 2132 222 =++ zyx 平 行 于 平 面

064 =++ zyx 的各切平面方程. 

解

1( 1) 4( 2) 6( 2) 0x y z− + − + − =

2164 =++⇒ zyx

0)2(12)2(8)1(2 =+−+−+− zyx

2164 −=++⇒ zyx

切平面方程(1)

切平面方程(2)

(1, 2, 2)切当 点为 时：

{1,4,6}=


法向量n
所求切点为 ),2,2,1( ),2,2,1( −−−

( 1, 2, 2)− − −当 切点为 时：


例4求曲面
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小结

本节主要讨论了多元函数的微分学在几何中的

应用。

本节要求会求空间曲线的切线与法平面空间

曲面的切平面与法线．
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切向量：

法平面：过M点且与切线垂直的平面.

0 00 0 00( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 0)x x yt tyt z zϕ ψ ω′ ′+ −′− − + =

{ }0 0 0( ), ( ), ( )t t tT ϕ ψ ω′= ′ ′










=
=
=

)(
)(
)(

tz
ty
tx

ω
ψ
φ

切线方程：

7.5.1  空间曲线的切线与法平面

1       空间曲线由参数方程给出时

0 0 0 0( , , )t t M x y z= 时, 处

0 0

0 0

0

0

( ) ( ) ( )
.x x y y

t t
z

t
z

ϕ ψ ω′ ′ ′
− − −

= =
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1.  空间曲线方程为 ,
)(
)(





=
=

xz
xy

ψ
φ

,),,( 000 处在 zyxM

法平面方程为

切线方程为

特殊地：

( )
( )

x x
y x
z x

ϕ
ψ

=
 =
 =

0 0

0 0 0

1 ( (
,

) )
x x y y z

x
z

xϕ ψ′ ′
− − −

= =

0 00 0 0( ) ( ) (1 ( ) )( ) 0.x x y y zx zxϕ ψ⋅ − + − + − =′ ′

{ }0 01, ( ), ( )T x xϕ ψ′ ′=


切向量为：
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



=
=

)1(     
0),,(
0),,(

:
zyxG
zyxF

Γ

2 当曲线 由交面式方程给出时

( )
( )

x x
y x
z x

ϕ
ψ

=
⇒ =
 =

(1) 式等于两端对x求导数 解出 dx
dz

dx
dy ,

法平面方程为 0 0

0 0 0

1 ( (
,

) )
x x y y z

x
z

xϕ ψ′ ′
− − −

= =

0 00 0 0( ) ( ) (1 ( ) )( ) 0.x x y y zx zxϕ ψ⋅ − + − + − =′ ′

{ }0 01, ( ), ( )T x xϕ ψ′ ′=


切向量为：

切线方程为

点M0(x0，y0，z0)是Γ 上一点



29

法向量

1   设曲面方程为 0),,( =zyxF

 法线方程为

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z=


0

0 0

0

0

0

( ) ( ) ( )x y z

x x y y z z
F M F M F M

− − −
= =

切平面方程为

0 0 0 0 0 0

0 0

0

00

0( , , ) ( ,( ) ( )

( ) 0

, )

( , , )
x y

z

x x yF x y z F x y z

F x y z

y

z z

− + −

+ − =

曲面的切平面与法线
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2    空间曲面方程形为 ),( yxfz =

曲面在M处的切平面方程为

曲面在M处的法线方程为

,),(),,( zyxfzyxF −=令

法向量

0 0

0 0

0

0 0( , ) ( , ) 1
.

x yf x y f
x x y y z z

x y
− −

=
−

−
=

0 0 0 00 0 0( ) ( )+ (( , ) ( , ) ( ) ) 0-1x yf x y f x yx x y y z z− + − ⋅ − =

0
, ,{ }1x Myf f −=


n
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